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� � 摘 � 要: � 本文提出一种基于小波理论的非线性电路稳态模拟算法��小波平衡法.该方法在时域中求解电路稳
态响应,克服了频域模拟算法由于谐波次数较高导致计算量很大的缺点,具有复杂度低, 精度高,存在一个自适应算法

自动选择模拟阶数等优点.模拟结果证明 ,本文的小波平衡法是一种十分有效的方法.
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A Wavelet Balance Approach for Steady�State
Analysis in Nonlinear Circuits

LI Xin,HU Bo,LING Xie�ting
(ASIC & System State Key Lab, Fudan University, Shanghai 200433, China )

Abstract: � This paper provides a novel wavelet balance approach for steady�state analysis in nonlinear circuits. Because the
proposed simulation algorithm is performed in time domain, it can overcome most of the disadvantages of the frequency domain based

methodology, and result in low computational complexity and high simulation precision. Furthermore, an adaptive scheme can be em�
ployed to automatically determine the wavelet order in simulation. Some experimental results prove the proposed method to be an effec�
tive one.
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1 � 引言
� � 在 RF和微波集成电路的分析设计中, 经常需要了解一

些非线性动态电路在固定周期性激励下的稳态响应波形, 例

如电源电路、高 Q 值放大器、调制解调与振荡电路等[ 1] . 对于

这类问题, 采用经典的时域模拟算法[ 2]求解电路状态方程往

往需要花费大量时间用于瞬态过程的计算, 导致模拟效率很

低.

近二十年来,许多文献报道了直接计算非线性动态电路

稳态响应的方法[ 3~ 11] . 这些方法 可分为三类: Shooting

Method[ 3~ 5]、Harmonic Balance Method ( HB) [ 6~ 7] 和 Sample Bal�

ance Method( SB) [8~ 11] . 其中, Shooting Method 的基本思想是求

取电路的一个特殊初始状态 X (0) ,从该状态出发电路直接进

入稳态响应时期,即电路状态变量 X( t )满足边界条件

X ( T )= X (0) (1)

这里, T 为稳态响应周期. 由于该方法需要计算数值积分, 因

此复杂度很高.Harmonic Balance Method将电路状态变量 X( t )

近似写成 Fourier级数展开的形式

X ( t )= �
N

k= - N

Xk e
j2�kt/ T (2)

通常, N 必须取得足够大, 以保证高于 N 次的谐波可以忽略

不计. 同时,HB 算法在模拟中需要反复计算 DFT 和 IDFT , 导

致复杂度较高. 第三类方法 Sample Balance Method 将电路状态

变量 X ( t )在时域中分解为基函数叠加的形式 ,并且以基函数

系数作为未知数求解. 但是, SB 算法中对基函数的选择非常

关键, 不合适的基函数导致逼近精度很低, 而且对于给定的计

算精度往往很难预先或自动确定需要的基函数数目.

本文将 FWCM( Fast Wavelet Collocation Method) [ 12~ 14]引入

到非线性电路稳态模拟中, 提出一种新的稳态模拟算法 ! ! !
Wavelet Balance Method(WB) , 其优点在于:

(1)逼近速度是 O( h4) [12~ 14] , h 为采样步长, 因此只需要

比较少的采样点 (即比较少的基函数 )就能够达到足够的精

度, 计算复杂度较低.

(2)在时域中对电路求解,因此电路的非线性和高次谐波

等难以在频域中有效处理的问题能容易的被模拟, 例如可以

很好的分析多谐激励信号的情形.

(3)存在自适应算法自动判断在给定的模拟精度要求下

需要的小波逼近阶数. 而且由于小波基函数的紧支柱性, 只需

要在电路状态变量 X ( t )变化迅速的时间区间使用高阶小波

模拟.
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2 � 基于小波平衡的稳态模拟算法

2�1 � FWCM简介

令非线性动态电路的状态方程为

dX/ dt= f (X , t ) (3)

其中, X( t )= [ X1( t) , X2 ( t) , ∀, XN ( t ) ]
T 是N 维状态变量,

f ( X, t )是一个与状态变量 X 和时间 t 有关的非线性函数. 根

据文献[ 12~ 14] ,令 H 2 ( I )为定义在 I= [ 0, L ]上的 Sobolev空

间,则 H 2( I )可表示为子空间 W- 1, W0, W1 , ∀, Wj , ∀的直和,

即

H 2( I ) = W- 1 W0 W1 ∀  Wj ∀ (4)

其中符号 表示直和.因此, 电路的每一个状态变量 X i ( t)均

可以在空间 W- 1 W0 W1  ∀ WJ 中展开, 近似的表示成

该空间基函数的线性组合,有

X ( t) =

X1( t )

�

XN ( t)

=

C11 ∀ C1M

� � �

CN1 ∀ CNM

 

B1( t )

�

BM ( t)

= C B( t)

(5)

其中, B i( t )、i = 1, 2, ∀, M 为空间 W- 1  W0  W 1 ∀  WJ

的基函数, 它们的具体定义可参见 [ 12~ 14] , 本文不再赘述;

C ij、i= 1, 2, ∀, N、j = 1, 2, ∀, M 为基函数系数.显然, J 越大,

即用高阶小波逼近 X ( t) ,则误差越小.将式(5)代入式( 3) ,并

对于子空间 Wj 取采样点
[ 12~ 14]

t= 0,
1
2
, 1, 2, ∀, L - 1, L-

1
2
, L

t=
1

2 j+ 2
,
1�5
2j
, ∀,

2jL - 1�5
2j

, L -
1

2 j+ 2

( j= - 1)

( j ! 0)
(6)

有

C 
dB( t1 )

dt
∀
dB( tM)

dt
= [ f ( CB( t1) , t1) ∀f ( CB ( tM ) , tM) ]

(7)

其中, { t1, t2, ∀, tM}是空间 Wj、j = - 1, 0, 1, ∀, J 的所有采样

点 t i的集合 .通过迭代求解方程(7)即可得到基函数的各个系

数 C,进而获得状态方程(3)的解 X= CB ( t) .

2�2 � 小波平衡法的基本原理

对于由式(3)描述的非线性动态电路,令其稳态响应周期

为 T , 则将时域区间[ 0, T ]通过线性变换映射到模拟区间[ 0,

L]上,有

l = K t (8)

其中, t # [ 0, T ]、l # [ 0, L ]、常数 K = L/ T . 将式 ( 8) 代入式

( 3) ,得到状态方程

K dX
dl
= f X,

1
K

(9)

将上式中的状态变量 X ( l)用基函数 B1( l ) , B2( l ) , ∀, BM ( l )

展开,通过与式(5~ 7)类似的推导, 有

K C 
dB( l 1)
dl

∀
dB ( lM )
dl

= f CB( l 1),
l 1
K

∀f CB ( lM ) ,
lM
K

(10)

另一方面, 考虑到电路在稳态响应时期应满足边界条件( 1) ,

因此有

C B(0)= C B( L) (11)

综合式( 10)、(11) ,定义代价函数

Q= CB(0)- CB( L) � KC
dB ( l1)

dl
- f CB ( l1) ,

l 1
K

∀KC
dB( lM)

dl
- f CB( lM ) ,

lM
K

2

(12)

其中, ∃ ∃表示求取矩阵的 F�范数.可以看到, 当代价函数

Q 达到最小值 0时, 方程式(10)、( 11)成立.

对于非自治电路, 稳态响应周期 T 由输入激励信号决

定, 所以式(8)中的参数 K 已知,通过优化式(12)的代价函数

Q 就可以得到系数矩阵 C和电路的稳态响应解

X ( t) = CB( Kt) (13)

对于自治电路, 状态方程(9)中的非线性函数 f ( X, l / K )

只与状态变量 X 有关, 因此式(12)的代价函数可简化为

Q= CB( 0)- CB( L) � KC
dB ( l1)

dl
- f ( CB( l1) )

∀KC
dB( lM)

dl
- f ( CB( lM) )

2

(14)

在此, 电路振荡周期 T 未知, 所以上式中的参数 K 必须和系

数矩阵 C 一起通过优化迭代求解.得到 K 和 C的值后, 电路

的稳态响应解同样由式( 13)给出.

综上所述,Wavelet Balance的实质是通过优化选择一组合

适的小波系数 C,使由小波基函数逼近的状态变量 X ( t)满足

原电路状态方程, 并且在边界点上 X ( t ) 达到% 平衡& , 即有
X( 0)= X (T ) .

2�3� 自适应算法
文献[ 12~ 14]指出模拟结果的小波系数大小与逼近误差

成正比, 系数幅值随小波阶数 j 的上升而下降, 因此可以根据

j 阶小波系数的大小来判断是否需要增加模拟阶数 .如果 j 阶

小波系数的幅值大于某一门限  ,则增加模拟阶数 J 至 J∋、J∋

> J ;否则, 保持原有阶数 J . 而且, 由于小波基函数的紧支柱

性[ 12~ 14] , 所以只需在 X ( t)变化较快 (即含有高频成份 )的区

域增加基函数阶数, 不必在整个模拟区间 [ 0, L ]上使用统一

的阶数 J .可见,由于自适应算法的存在, Wavelet Balance 可以

自动判定在给定模拟精度下需要的小波逼近阶数, 这是WB

比其他稳态模拟算法更为优越之处.

3 � 与传统方法的比较

� � 与 Shooting Method 相比, 本文的Wavelet Balance没有象前

者那样通过复杂的数值积分来仅仅得到一个特定的初始状态

X(0) , 而是通过调整小波系数 C, 使由小波基函数逼近的状

态变量 X ( t)满足原电路状态方程, 并且在边界点上 X ( t )达

到% 平衡&, 即有 X(0)= X( T ) .

与 Harmonic Balance Method 相比, 为了达到足够的精度,

HB 算法需要取很高的谐波次数, 反复进行 DFT 和 IDFT 变换

时需要的采样点数很多. 一般, 在固定的周期性激励下,电路

的谐波成份来自两个方面: ( a)电路中的非线性元件 ; ( b )输

入激励信号本身含有的谐波成份 .以往的许多文献中, 往往只

考虑非线性元件的影响,而假定输入激励是一个单频的正弦

信号. 但是,在一些实际应用场合下, 输入信号本身就含有了
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丰富的谐波成份, 这导致 HB 算法变得更为复杂. 相反, 本文

的Wavelet Balance由于在时域中求解非线性电路, 因此能有

效的解决在频域中无法被直接分析的电路非线性和高次谐波

等问题.并且,WB算法有很快的逼近速度,等于O( h4) [ 12~ 14] ,

h 为采样步长,这从理论上表明该算法只需要比较少的采样

点(即比较少的基函数)就能达到足够的精度.

与Sample Balance Method 相比, 以往的 SB 算法均未系统

的给出一组正确、有效的基函数形式. 例如, 文献[ 9]的 SB 算

法以正弦函数作为基函数,显然其逼近效果较差. 另外, 文献

[ 8]虽然提出用样条函数做基函数的思想,但是该方法难以通

过自适应算法自动判定需要的基函数个数. 本文的WB 算法

采用小波函数作为基函数, 因此存在一个自适应算法自动选

择需要的小波阶数.事实上, 这种自适应算法的本质就是小波

理论中的多分辨分析(MRA) [ 15] ,即可以通过提高分辨率来得

到更为精确的模拟结果.

4 � 模拟结果

4�1 � 整流滤波电路

图 1 � 整流滤波电路

图 1的整流滤波电路在许多文献中被用于测试各种稳态

响应模拟算法[3, 10] .

图 2 � 整流滤波电路的模拟结果

首先,令输入激励 E 为幅度等于 10V、频率等于 60Hz 的

正弦信号,并取 L = 5、J = 0, 得到如图 2( a) 的模拟结果. 在

此,总共用到的采样点数等于 13, 远少于其他的传统方法, 这

说明本文的Wavelet Balance的确具有很低的运算复杂度. 图 2

( b)给出了模拟结果的小波系数幅值分布. 可以看到, j = 0 阶

小波的系数非常接近于 0, 因此已没有必要继续增加小波阶

数 J 进行模拟.

其次, 令输入激励 E 为幅度等于 10V、频率等于 60Hz 的

方波, 这时输入激励信号本身包含了丰富的高频谐波成份. 同

样取 L= 5、J= 0, 得到如图 2( c )、2( d)的模拟结果,采样点数

仍等于 13.根据图 2( d )可见, 当输入为方波时电路中的高频

谐波成份很丰富,这必将导致传统的 Harmonic Balance Method

变得十分复杂 , 但本文的Wavelet Balance在时域中仍能够给

出很好的模拟结果.

4�2� Van Der Pol振荡器

图 3 给出了Van Der Pol 振荡器的电路结构, 其中非线性

函数 F( w )= 5( ( w - w 3/ 3) . 文献 [ 5] [ 7] [ 11]均采用该振荡

器测试稳态响应模拟算法对非线性自治电路的模拟效果.

图 3� Van Der Pol振荡器 � � 图 4 � Van Der Pol振荡器的模拟

结果(63个采样点)

令 J= 0, 并分别取 L = 10、20、30, 在 3种不同的模拟条件

下用到的采样点数分别为 23、43 和 63, 得到的振荡周期 T 分

别等于 11� 51、11�57、11�61,图 4 给出了 L = 30的模拟结果.

与文献 [ 11] 相比, 在采样点数相同的条件下, 本文的

Wavelet Balance在振荡周期 T 计算精度和输出波形精度两个

方面上均比文献[ 11]的方法更有效.特别的, 根据振荡周期 T

的模拟结果可见, 在采样点很少的情况下WB 算法可以获得

很高的精度, 这十分利于在本文的自适应算法中以低阶小波

的模拟结果作为高价小波模拟的初始值, 因为象许多文

献
[ 5, 7, 11]

指出的那样, 对于自治电路的模拟在优化代价函数时

往往需要预先对未知量有一个近似估计,这样才能得到正确、

快速的优化结果.

5 � 结论

� � 本文将 FWCM [12~ 14]用于求解具有特殊边界条件限制的

电路状态方程, 提出通过小波基函数在边界点上达到% 平衡&

来计算非线性电路稳态响应的思想, 并构造了一种新的稳态

模拟算法 ! ! ! Wavelet Balance Method.由于该算法在时域中求
解非线性电路稳态响应,因此避免了许多在频域中无法直接

有效解决的问题. 并且,由于小波本身在时域中有很快的逼近

速度[ 12~ 14] , 从而在理论上保证了本文的WB 算法只需要比较

少的采样点(即比较少的基函数)就能达到很高的精度, 这一

点通过本文最后的两个典型实例得到了证实.最后, 基于小波

的多分辨率分析理论, 本文的Wavelet Balance存在一个自适

应算法来自动判断在给定的计算精度要求下需要的小波逼近

阶数, 这也是该方法的一个很大的优越性.综上所述, 对于求

解非线性电路稳态响应问题, 本文的Wavelet Balance 是一种

794 � � 电 � � 子 � � 学 � � 报 2001 年



比其他传统方法更为有效的时域算法.
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